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Методом Монте-Карло исследовано влияние случайных погрешностей измерения на оценки 
параметров кривой титрования смеси двух слабых одноосновных кислот. Установлена зависимость 
воспроизводимости полученных оценок от констант диссоциации и концентрации кислот.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Анализу влияния экспериментальных погрешностей на точность определения 
параметров кривой потенциометрического титрования одноосновной кислоты 
посвящено несколько работ [1-3]. В тоже время в литературе отсутствуют 
аналогичные работы, посвященные смеси двух слабых одноосновных кислот, что, 
по-видимому, связано с большой сложностью соответствующего эксперимента. 

В данной работы приводятся результаты исследования влияния случайных 
погрешностей измерения на точность оценок параметров кривой 
потенциометрического титрования смеси двух слабых одноосновных кислот. 

 
МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Кривые потенциометрического титрования смеси двух слабых одноосновных 
кислот сильным основанием с заранее известными характеристиками, включая 
стандартные отклонения измерения, получали по методу Монте-Карло. Схема их 
генерации описана в работе [3]. Основные расчеты проводили с кривыми, 
содержащими 46 точек (16:15:15), которые были равномерно распределены по всей 
кривой титрования. Исходный объем титруемого раствора и объемы точек 
эквивалентности были всегда соответственно равны 50 мл, 1.5 мл и 3.0 мл; значение 
Kw принимали равным 10–14. Значения первой и второй констант диссоциации 
кислоты изменяли в интервалах 10-3-10-9 и 10-4-10-10 соответственно; общую 
концентрацию слабых кислот варьировали от 3×10-4 М (ct=0.01 M) до 3×10-3 М 
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(ct=0.1 M). Стандартные отклонения добавленного объема титранта и pH изменяли в 
пределах 0.0001-0.01 мл и 0.0001-0.01 ед. pH соответственно.  

Оценки параметров кривых титрования находили с помощью логарифмических 
зависимостей: 
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минимизацией суммы квадратов отклонений: 
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где V0 - начальный объем титруемого раствора; V - добавленный объем титранта; 
Ve1 и Ve2 – объемы титранта, соответствующие первой и второй точкам 
эквивалентности; ct – концентрация титранта; xi – поправки на обратимость реакции 
на различных участках кривой титрования; φj – статистический вес j-го измерения, 
рассчитываемый по формуле: 
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В случае pH-метрического титрования смеси двух слабых кислот параметры 

имеют следующие значения: 
a1 = -lg(KwK1); b1 = -1; w1 = -1; 
a2 = -lg(KwK2); b2 = -1; w2 = -1; 
a3 = -lgKw; b3 = 1; w3 = 0. 

Минимизацию Q проводили методом Пауэлла [5], который не требует 
вычисления частных производных функции по искомым параметрам. Подробные 
сведения об обработке кривых потенциометрического титрования смеси двух 
слабых одноосновных кислот с помощью логарифмических зависимостей 
приведены в статье [6].  

Средние значения и оценки стандартных отклонений параметров рассчитывали, 
по не менее, чем 20 повторным титрованиям по формулам: 
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где kiU ,
)

– оценка параметра Ui (i=1, 2,…, m; m – число определяемых параметров) 
кривой титрования в k-м титровании в серии из l титрований.  

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

Основные результаты исследования представлены на рис. 1 − 4. Они относятся к 
титрованиям эквимолярных смесей со значениями σV=0.001 мл и σpH=0.001 ед. pH, 
наиболее близкими к натурному эксперименту. Диагональная линия на рисунках 
отделяет исследованную область (слева) от неисследованной, физически 
нереализуемой области, так как по определению константа диссоциации (pKa1) более 
сильной кислоты больше или равна константе диссоциации (Ka2) более слабой кислоты.  

 

 
Рис. 1. Контурный график зависимости lg(spKa1) от pKa1 и pKa2 для титрований 

16:15:15 (σV=0.001 мл, σpH=0.001 ед. pH). 
 
На Рис. 1 изображен контурный график зависимости стандартного отклонения 

оценки pKa1 от констант диссоциации титруемых кислот. Согласно этому рисунку, 
линии уровня представляют собой замкнутые контуры, напоминающие по форме 
эллипсы. Главная ось этих контуров почти параллельна диагональной линии. Это 
означает, что одновременное увеличение или уменьшение силы обеих титруемых 
кислот меньше сказывается на воспроизводимости pKa1, чем разнонаправленное их 
изменение. Поскольку угол наклона главной оси близок к 45 градусам, степень 
воздействия констант диссоциации обеих кислот на воспроизводимость pKa1 
примерно одинакова. Наилучшая воспроизводимость оценки константы 
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диссоциации более сильной кислоты достигается в области, ограничиваемой 
внутренним замкнутым контуром (pKa1=4.1 − 6.4 и pKa2=6.8 − 9.3). 

Согласно Рис. 2, на котором изображена зависимость lg(spKa2) от pKa1 и pKa2, 
контурные линии по внешнему виду также напоминают полуэллипсы, но 
ограниченные слева осью ординат. Главная полуось полуэллипсов практически 
параллельна диагонали рисунка. Отсюда следует, что, как и в случае pKa1 
однонаправленное изменение обеих констант диссоциации меньше влияет на 
точность pKa2, чем их разнонаправленное изменение. В отличие от pKa1 
минимальная погрешность определения pKa2 достигается в области, 
ограничиваемой осью ординат и внутренним контуром (pKa1<4.8 и 6<pKa2<8.3).  

 

 
Рис. 2. Контурный график зависимости lg(spKa2) от pKa1 и pKa2 для титрований 

16:15:15 (σV=0.001 мл, σpH=0.001 ед. pH). 
 

 
Рис. 3. Контурный график зависимости lg(sVe1) от pKa1 и pKa2 для титрований 

16:15:15 (σV=0.001 мл, σpH=0.001 ед. pH). 



 
 
 Кропотов В.А. 
 

236 

Зависимость sVe1=f(pKa1, pKa2) изображена на Рис. 3. Из этого рисунка видно, что 
одновременное уменьшение или увеличение констант мало влияет на прецизионность 
первой конечной точки. Ее точность увеличивается при уменьшении pKa2 с 
одновременным ростом pKa1. Область минимальной погрешности определения первой 
конечной точки находится в верхнем левом углу Рис. 3. 

 

 
Рис. 4. Контурный график зависимости lg(sVe2) от pKa1 и pKa2 для титрований 

16:15:15 (σV=0.001 мл, σpH=0.001 ед. pH). 
 

Согласно Рис. 4, минимальная погрешность определения второй конечной точки 
достигается в области, ограничиваемой осью ординат и внутренним контуром (pKa1<5, 
5≤pKa2≤7.2). Поскольку внутренний контур почти упирается в диагональную линию, 
основным фактором, определяющим точность нахождения Ve2, является константа 
диссоциации более слабой кислоты. В области pKa2>7.2 ее уменьшение приводит к 
резкому ухудшению воспроизводимости второй конечной точки. 

Точность оценок параметров кривой титрования улучшается с ростом 
концентрации кислоты. Следует отметить, что результаты эксперимента зависят от 
числа и характера распределения экспериментальных точек вдоль кривой 
титрования, а также от отношения σpH/σV. Поэтому здесь большее значение имеет 
общий характер влияния погрешностей измерения на точность эксперимента, а не 
абсолютные значения неопределенностей параметров кривой титрования. 

 
ВЫВОД 

Методом Монте-Карло исследовано влияние случайных погрешностей 
измерения на оценки параметров кривой титрования смеси двух слабых 
одноосновных кислот. Установлена зависимость воспроизводимости полученных 
оценок от констант диссоциации и концентрации кислот. 
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